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О СТАЦИОНАРНЫХ РЕШЕНИЯХ УРАВНЕНИЯ БАЛАН­
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ОННОГО ТИПА
Исследуется задача эволюции берега на основе динамического уравнения 
баланса пляжеобразующего материала. Показано, что в стационарном случае не 
существуют периодические решения.
Исследование динамики абразионного берега под воздействием 
поверхностных гравитационных волн представляет большой научный 
и прикладной интерес. В частности можно отметить, что в последнее 
время наблюдается интенсивное разрушение берегов в акваториях 
морей и в частности Черного моря.
Математическое моделирование движения взвешенных частиц, 
их седиментации, процессов абразии и переформирования берегов и 
прибрежной зоны моря было предметом многочисленных исследова­
ний [1-4] и требует дальнейшего развития а связи со сложностью и 
многофакторностью задачи.
Здесь рассматривался задача баланса пляжеобразующего мате­
риала на оснозе диффузионной модели, предложенной в [5]
d W (x ’l )  = aHf(w{x,  t)) -  <р (w ( x , t )) + с 3  , (1)
a t  д х
где W{x , t )  -  объем пляжеобразующего материала на единице длины 
береговой линии, а — доля пляжеобразующего материала в породах 
слагающих берег, Я  — высота клифа, /  (w) -  скорость отступания 
клифа, p ( w )  ~  интенсивность истирания пляжеобразующего мате­
риала, с — коэффициент диффузионной миграции материала, связан­
ный с волновым воздействием (все направления подхода волн равно­
вероятны).
В стационарном случае изменение объема материала определяет­
ся скоростью отступания клифа и истиранием пляжеобразующего ма­
териала, замедляющего этот процесс в связи с подпиткой материалом. 
В этом случае уравнение (1) переходит в уравнение Эйлера-Лагранжа
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c /V ( .v )  а Н  ч I , ч
Р  =  f ( w )  +  < p {w )  U ;
dx ... с с
с л агр а н ж и а н о м  [6]
1 у ЯI
L - - { w ’( x ) f - a H \ f ( w ) d w + \ ( p { w ) d w ,
2 пх
Уравнение (2) имеет первый интеграл движения (энергию) [2|
£  _  dL dw  ^ с ' dw \  
Q < ^ _ d x  2 { d x
d x
откуда
= j - ( E - a H l f ( w ) d w  + \<p(w)dw). (5)
dx  V с '
Из выражения (5) получаем решение уравнения (2) в квадратурах
* -  Г т ..................... —  ----------------  (6 )
у1 (iv)c/wч  l< p(w )d tv)
Для анализа этого решения используем то обстоятельство, что 
лагранжиан (3) описывает одномерную динамическую систему с мас­
сой с и потенциальной энергией
(J = пН \ f [w)dv) - \ (p{w )(hv ,  (7)
и это позволяет применить методы аналша, разработанные в класси­
ческой механике [2J. Ил выражения (7) следует = aHf{w)-<p(w),
<iV’
следовательно, точки экстремума потенциальной функции удовлетво­
ряют уравнению a H f (w )  ~ (p{w) -  0, то есть являются стационарными 
точками динамической системы
=  I I I  I/  ( VI') -  tp( Vl ), ( X )
dl
которая  п р е д с та в л я е т  собой  м атем ат и ч е ск у ю  м о д ел ь  б а л а н с а  п ляж е 
образую щ его материал:! б п  учета диффучии (г  г 0 )
Р ассм о тр и м  случай
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f ( w )  =
V max  Л
/  \  
2 — —
w ~ О неустойчивая, w'  = v w i  2  I устойчивая, при этом
(p(w ) = lew , где wimm, vmax, к = const  > 0 .
2 V jr  у
Здесь при — > —  уравнение (8) имеет две стационарные точки: 
и- Н аопт
\  ;
U0 = U min — локальный минимум потенциальной энергии, 
(У(и/) -  U mM -  локальный m ax. При £  < 0 решення w (x), опреде­
ляемые из выражения (6), ограничены снизу и неограничены сверху, 
при этом они симметричны относительно прямой параллельной оси 
ow  и проведенной через точку х0, в которой функция w(x) принима­
ет минимальное значение w(.x0) = vvmin. Значение wmin определяется 
из условия U(wmin)= Е ,  а значение х 0 из решения (6) при верхнем 
пределе интегрирования, равном w = wmin.
При Е  > 0 возможны три случая:
1. £  > u ( w  ). Решение w(jf) неограничено возрастает от 0 при 
jc — jf, которое находится из решения (6) при верхнем пределе интег­
рирования равном w = 0.
2 . E < u { w ' \  w0 < min(H'-| , w2),
где E = U(wi \  i -  1,2. Решение w(x)  имеет вид холма, симметрич­
ного относительно его вершины. Его вершина имеет координаты 
max w(x) = m in (w ,, w2), x  = x'(E,  wc) -  находится из решения (6) 
при верхнем пределе интегрирования равном w  = min (w,, w2).
3. w0 = m ax (iv,, iv2). Этот случай полностью аналогичен случаю 
Е  < 0 при min w(x) = m ax(w ,, w2).
Случай E  > 0 при minfvw,, w2)<  н>0 < maxfiv,, w2) невозможен. 
Случай одной стационарной (нулевой) точки при 
2v к
 <  св о д и тся  к ряду  п р ед ы д у щ и х  сл у ч аев .
Наопт
Из анализа всех возможных случаев следует, что для данной мо­
дели не существуют периодические решения, ввиду того, что потен­
циальная функция не имеет локального минимума в ненулевой точке. 
Такой минимум возникает при введении в модель (1) фактора искус­
ственного изъятия (или естественного уноса) материала с постоянной 
скоростью V = const  (пересечение параболы aH f (w )  с прямой
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kW  +■ V в д в у х  н е н у л е в ы х  то ч к ах ). В этом си т у ац и и  п олн ятся  п ер и о ­
д и ч еск и е  р еш ен и я  vv(jr), ан ал и з  к о то р ы х  (п е р и о д  и а м п л и т у д а  к о л еб а ­
н ий ) п р е д с т а в л я е т  сам о с т о я т е л ь н у ю  зад ачу .
КТ.Селезов, В .М .М осковкин! Ю .Д. М ен лигу лов. П ро  с т а щ о н а р ш  
розв ’зк и  piBHAHiiH б ал ан су  п л я ж сф о р м у ю ч о го  матер1алу.дифузШ нш ч> 
ти пу .
РЕЗЮМЕ. Досл1лжусться задача еволюцм берега на основ! дкнамиш ого 
ршняння балансу пляжеформуючо! о матершлу. Мтгпчанп, щг\ в 
сташ онарном у випадку не км ую ть п ер ю д и ч т  розв ’язки.
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